GEOMETRÍA DIFERENCIAL DE CURVAS Y 
SUPERFICIES 


SUPERFICIES 


por 
M. EUGENIA ROSADO MARÍA 


CUADERNOS 
DEL INSTITUTO 
JUAN DE HERRERA 
DE LA ESCUELA DE 
ARQUITECTURA 
DE MADRID 


3-80-06 


GEOMETRÍA DIFERENCIAL DE CURVAS Y 
SUPERFICIES 


SUPERFICIES 


por 
M. EUGENIA ROSADO MARÍA 


CUADERNOS 
DEL INSTITUTO 
JUAN DE HERRERA 
DE LA ESCUELA DE 
ARQUITECTURA 
DE MADRID 


3-80-06 


CUADERNOS 
DEL INSTITUTO 
JUAN DE HERRERA 


NUMERACIÓN 
2 Área 
51 Autor 


09 Ordinal de cuaderno (del autor) 


TEMAS 

0 VARIOS 

1. ESTRUCTURAS 
CONSTRUCCIÓN 

FÍSICA Y MATEMÁTICAS 
TEORÍA 

GEOMETRÍA Y DIBUJO 
PROYECTOS 
URBANISMO 
RESTAURACIÓN 


OO uni hh Y 


Geometría diferencial de curvas y superficies. 
Superficies 

O 2011 M. Eugenia Rosado María 

Instituto Juan de Herrera. 

Escuela Técnica Superior de Arquitectura de Madrid. 
Gestión y portada: Almudena Gil Sancho. 
CUADERNO 315.01 / 3-80-06 

ISBN-13 (obra completa): 978-84-9728-347-2 
ISBN-13: 978-84-9728-349-6 

Depósito Legal: M-16935-2011 


Esta serie con título: “Geometría diferencial de curvas y superficies” for- 
mada por dos cuadernillos: 


e Curvas 


e Superficies 


recoge el estudio desde el punto de vista diferencial de las curvas y superficies. 
Estos cuadernillos pretenden ser un complemento teórico y práctico a la docencia 
desarrollada en el aula en la materia del estudio diferencial de las curvas y 
superficies. 

La estructura de ambos cuadernillos es homogénea. En cada tema se de- 
sarrolla la teoría incluyendo las demostraciones de los resultados que se han 
considerado más relevantes así como ejemplos que pretenden ilustrar los con- 
ceptos presentados en la teoría. En cualquier caso, la exposición teórica de 
los resultados no pretende ser más que un guión que puede seguir el profesor, 
decidiendo por sí mismo cómo presentar los resultados y qué demostraciones 
realizar en el aula. Tanto los conceptos, resultados y demostraciones presenta- 
dos se pueden encontrar en cualquier texto convencional de la materia, ya que 
dichos resultados son clásicos. 

Me gustaría mostrar mi agradecimiento a los profesores y alumnos que me 
han hecho llegar sugerencias y que han detectado erratas en las versiones pre- 
liminares de dichos cuadernillos así como las que me puedan hacer llegar en 
el futuro. En particular me gustaría agradecer al profesor Pedro Galán la 
ingrata tarea de detectar erratas y tanto a él como al profesor Francisco Pa- 
dial la ayuda que me han prestado a la hora de incluir gráficas en ambos 
cuadernillos. Finalmente me gustaría agradecer a Almudena Gil, becaria de 
la edición de los cuadernillos del Instituto Juan de Herrera, su trabajo a la hora 
de publicar dichos cuadernillos. 


se 


es 0 
5 E 4 
5 
op "uN 
mw 
0 
> y q e 
A 1 
07 4 
3 4 
pr 
' 5 Ss 
o wo 


Superficies 


M. EUGENIA ROSADO MARÍA 
Departamento de Matemática Aplicada 
Escuela Técnica Superior de Arquitectura, UPM 
Avda. Juan de Herrera 4, 28040-Madrid, Spain 
E-mail: eugenia.rosado0upm.es 


Indice 

1 Representación analítica de superficies 2 
1.1 Representación explícita o de Monge .............. 6 
2 Estudio local de una superficie 7 
2.1 Plano tangente y recta normal en un punto de una superficie. 7 
22 Primera forma Tindsmentsl xv... sor, 9 

2.2.1 Cálculo de la expresión analítica de la primera forma 
lundamentál +... 932% 07 retro ns ds 9 
A a AAA 10 
2.3 Segunda forma fundamental ................... 15 
24 KCurvmabaió DODDAÍ ..x vi: 121810021000 0Ns 17 
2.4.1 Teorema de Meusnier ...............«.... 19 
2.5 Naturaleza de los puntos de una superficie ........... 19 
2.6 Curvaturas de una superficie . .................. 21 
2.6.1 Direcciones principales . ................. 21 
26,2 Curyatiwas principales . ......«o. o. ooo... «. 22 
2.6.3 Curvatura de Gauss y curvatura media ......... 23 
2.7 Líneas de curvatura y líneas asintóticas . ............ 25 
28 Indicatria de Dupll .. e. eoononiosarnss ceros 29 
240 Farimúla da Eulel sore monas errninisters 33 


3 Superficies regladas 34 


3.1 Curvatura total de las superficies regladas .......... +. 36 
3.2 Clasificación de las superficies regladas ........... +... 38 
3.3 Puntos singulares de una superficie reglada . . ........-. 39 
Dedel, PIDO ACA ¿e ici rro ERA 40 

dadrd NUBES dE TONOS ren. x1. . eo.” 41 

9/4 EJOMplos Y BJETTICIOS a. <i..n... «om... roms 43 

4 Bibliografía 47 


1 Representación analítica de superficies 


Definición. Se dice que un subconjunto S C R* es una superficie parame- 
trizada si existe un dominio D CR? y una aplicación 
F:D C RR, 
Flu,v) = (x(u,v), y(u, v), z(u, v)), 
tal que Imr= S. 
A la aplicación Fla denominamos representación paramétrica de S. 
Definición. Se dice que un punto P € S con OP = F(u, v), es un punto 
regular para la parametrización 7 si se verifica: F,(u,v) A F,(u, v) 4 0 para 
todo (u, v) € D, siendo 
Fiol v) = (2, (u, v), Yulu, v), EN v)) ) 
Folu, 0) = (oj(u,v), go (tu, uv), 24 (u, 0). 
La notación que utilizamos es: 2, (u, v) = £(u, v). 
La condición F,(u,v) A F,(u,v) 4 O significa que los vectores F,,(u, v), 
F,(u, v) son linealmente independientes; esto es, 
( La(U,U) Yulu,v) zu (uv) ) 
rg =2, 
ty(U,v) Yulu,v) zp (u, v) 


Si tenemos una aplicación diferenciable, 


FP:.D C RR, 
(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), 


A 
£ 
y 

ea 
1! 
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con ImF= S CRY diremos que un punto P € S con OP = F (uy, Vo), es un 
punto singular de S si F,,(Uy, Vo) AF, (u0, vo) = 0. 

Los puntos singulares pueden aparecer por la naturaleza de la superficie 
o por la elección de la parametrización. 


Ejemplo 1 Consideramos la semiesfera superior de radio r y centrada en 
el origen; esto es, la semiesfera de ecuación cartesiana: 


e +y+z=y?, conz > 0. 
Consideramos la siguiente parametrización: 


F: [0,27) x (0,7/2) — RÍ, 


Fla, B) =  (acosasin f, asinasin $, acos PB), 


donde a mide la longitud y £ la latitud. Se tiene: 


Falo, B) = (—asinasin PB, acosasin PB, 0), 
Pala, PB) = (acosacos B, asinacos $, —asinf), 
y 
Tala, B) AFgla, PB) = (-a? cos sin? 8, — a? sinasin? B, — a? sin B cos fB) 


= —a*sin fB (cos asin B, sin asin B, cos fB). 
Por tanto, F,(a, B) Arg(a, B) = 0 si y sólo si sin $ = 0; esto es, si y sólo si 
PP =0. Luego, la parametrización que tenemos es regular. 
Ejemplo 2 Consideramos el semicono circular de ecuación cartesiana: 
a? + y? -22=0, con z > 0. 
Podemos considerar la siguiente parametrización: 


r: (0,27) x [0, +00) — RI, 


Fla,t) =  (tcosa, tsina, t). 


Se tiene: 


Falo, t) 


rila,t) = (cosa, sina, 1), 


(—tsina, tcosa, 0), 
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ra(a,t) Ar(a,t) = (tcosa, tsina, —tsin a: — tcos” a) 


= (tcosa, tsina, —t). 


Por tanto, 7,(a,t) AF¿(a,t) =0 si y sólo si t = 0. En el punto P = (0, 0, 0) 
es un punto singular y no podemos definir el plano tangente al cono en dicho 
punto. Nótese también que el punto P es un punto múltiple para dicha 
parametrización ya que: 


F(a, 0) = OP, Va € [0, 27). 


Ejemplo 3 Superficie de revolución. Consideramos la supeficie generada 
al girar alrededor del eje OZ la curva de ecuación 2 = f(x), donde f es 
una función continua con derivadas continuas de todo orden, contenida en el 
plano y = 0. 

Primero parametrizamos la curva que tenemos. En este caso una para- 


metrización de la curva con ecuación 2 = f(x) es: s(u) = (u,0, f(u)), con 
uE€R. La matriz del giro de ángulo «: alrededor del eje OZ es: 


cosa —sinq 0 
sino cosa 0 
0 0 1 


Al girar la curva dada alrededor del eje OZ obtenemos: 


cosa —sinqa 0 u UCOS OQ 
sino cosa 0 0 =| usina |, con a € (0, 27). 
0 0 1 fu) f(u) 


Por tanto, una representación paramétrica de dicha superficie viene dada por: 


P: (0, +00) x [0,27) — RÍ, 


lua) =  (ucosa, usina, f(u)). 
Se tiene: 
F.(u,a) = (cosa, sina, f(u)), 
Folu,a) = (—usina, ucosa, 0). 
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Por tanto, 
F.(u, a) AFa(u, a) = (—uf'(u) cosa, uf (usina, u) 40 


pues u % 0. Luego el punto P con coordenadas (0, 0, f(0)) es un punto 
singular. Nótese que el punto P es un punto múltiple para dicha parame- 
trización ya que: 


Flu, 1) = (0, 0, f(0)) para todo a € [0, 27). 


Ejemplo 4 Toro. Superficie generada al girar alrededor del eje OZ una 
circunferencia de centro (0,b,0) y radio a con a < b. Véase la siguiente 
figura: 


Toro 


Por ejemplo, consideremos la circunferencia de centro € = (0,2, 0) y radio 1. 


Parametrizamos primero dicha circunferencia. Un punto de la circunferencia 
es de la forma: (0,2 + cos a, sin a) con a € [0, 27). Al girarlo alrededor del 
eje OZ obtenemos: 


cosfB —sinf5 0 0 —sin 6 (cos a: + 2) 
sinf$ cosB 0 2+cosa | = cos B (cos a, + 2) á 
0 0 1 sin q sin a 


con $ € (0,27). Hemos obtenido la siguiente parametrización del toro: 


F: [0,27) x [0,27) — R3, 


Fla,B) = (-sinfB(cosa +2), cosf (cosa +2), sina). 
Esto es, 
x(a,PB) = —sinf (cosa +2), 
y(a,B) = cosfB (cosa +2), 
z(a,B) = sino. 


Teniendo en cuenta: cosa = y 1 — sin? +; obtenemos: 


(cosa: +2)? = cos a+ 4cosa +4 
1 —sin?a+4yY1—sin?a +4 
5—2+4/1— 22, 


a? + y? 


ll 


Por tanto, 
(A+ 2] = 16 (1 - 2?) 


es la ecuación implícita del toro. 


1.1 Representación explícita o de Monge 


Una superficie S puede venir dada por una ecuación F(x, y, 2) = 0 donde F 
es una función diferenciable con derivadas parciales continuas de todo orden; 
esto es, 


3 =¿(0,1, 2) ER? |F(x,y,z) 04. 


Si F.(to, Yo, 20) 4 0 por el Teorema de la función implícita sabemos que existe 
un entorno del punto P = (Zo, Yo, 20) de manera que en ese entorno podemos 
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ver la superficie como la gráfica de una función f(x, y), con (2, y) € D. Esto 
es, tenemos una representación paramétrica de la superficie de la siguiente 
forma: 


F:.D C R?*—Ri, 
Fe, y) eS (u, y, J(z, y). 


Dicha representación, en la que los parámetros son precisamenta las coorde- 
nadas cartesianas, se denomina carta de Monge o representación explícita de 


S. 


2 Estudio local de una superficie 
Sea una superficie S C ¡R* con representación paramétrica regular 
Flu, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), con (u,v) € D CRY, 


de clase mayor o igual a 3 y sea P € S con DP F(u, v). 


2.1 Plano tangente y recta normal en un punto de una 
superficie. 

Definición. Decimos que un vector Y € R3 es tangente a la superficie S en 

P si es tangente en P a una curva contenida en £S. 


Sea C' una curva contenida en la superficie; CU € S. Por tanto, una 
representación paramétrica de C es: 


YE) = (ut), v(t)) = (r(u(t), v(t)), y(u(t), v(e)), a(u(t), v(t))) - 


Utilizando la regla de la cadena obtenemos: 


0 =Fulu(t), v()u (e) + ro(u(e), o(t) yu (e). 


Por tanto, cualquier vector tangente a la superficie 5 se escribe como com- 
binación lineal de los vectores 7,,(u, uv), F,¿(u, v). 

NOTA: Si el punto P es regular los vectores F,,(u, v), 7,(u, v) son lineal- 
mente independientes y forman una base del plano tangente a S en P. 


Fijados los parámetros v = % (resp. u = up), a las curvas con parame- 
trizaciones 


F(u,v) = (z(u, v), y(u, vo), =(u, vo)), uE l, 
(resp. F(up,v) = (z(uo, v), y(uo, v), ¿(U0, V)), v E J), 


las denominamos curvas paramétricas o coordenadas. 

Definición. El plano tangente a S en P es el plano que contiene a P y 
está generado por los vectores F,,(u, v), F,(u, v). 

La ecuación cartesiana del plano tangente a S en P es 


det(PX, Fu(u,v), Tola, v)) =0 


Definición. La recta normal a la superficie en P es la recta ortogonal al 
plano tangente a S en P. 
El vector director de la recta normal en P es: 


Fu(u, 0) AFy(u, uv). 


Definición. Llamamos vector normal unitario a la superficie S en el punto 
P al vector: 

Fu (u, v) AF (u, v) 
[Ir (u, v) AF (u, v)11" 
Nótese que la ecuación cartesiana del plano tangente a S en el punto P de 
coordenadas (a, b,c) con N(u, v) = (N,, Na, Ny) es 


Ñ(u,v) = 


Ni(x — a) + Na(y — b) + Na(z —c) =0. 


Si la superficie S viene dada por una ecuación implícita F(x, y, z) = 0, 
con F € CP(R3), sabemos que el vector gradiente de F' es ortogonal a las 
superficies de nivel de F"; esto es, 


VF(z, y, 2): F(x,y, 2) =0. 


Por tanto, el vector V/F" es un vector ortogonal al plano tangente de la super- 
ficie. Por tanto, en este caso, la ecuación del plano tangente en P se puede 
escribir como sigue: 


—> 

VF(a,b,c) - PX 

VF(a,b,c)-(x—a,y—b,2-—c) 

F,(a,b,c) (1 — a) + F,(a,b,c) (y — b) + F,(a, b,c) (2 — c). 


0 


Il 
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Ejemplo. Vamos a hallar la ecuación del plano tangente de la superficie con 
ecuación implícita 2 = 2? — y? en el punto (—1, 1, 0). 

El vector gradiente de F (zx, y, 2) = 2-— f(x, y) es: VF(x, y, 2) = (-2x, 2y, 2). 
Por tanto, la ecuación del plano tangente a la superficie 2 = x? — y? en el 
punto (—1, 1, 0) es: 


o 
| 


VF(-1,1,0) : (141,9 —1,2) 
(2,2,1)- (um +1 y - 1,2) 
2(1+1)+2(y -1)+2. 


I 


2.2 Primera forma fundamental 


Definición. Llamamos primera forma fundamental de S en P a la forma 
bilineal simétrica definida positiva /p asociada al producto escalar inducido 
en el plano tangente a S en P por el producto escalar en IR3. 


2.2.1 Cálculo de la expresión analítica de la primera forma fun- 
damental 


Cualquier vector wW € TpS se escribe de la siguiente manera: 


A 


YU = h(u, v) Fu (u, v) + k(u, v) F,(u, v), 
siendo h,k € C(D 
Tenemos: 
Y 0 = (hiP, + ky7,,) + (h2F, + koF,) 
hih9Fy + Fu + (h1ka + haky)F, + Fo + KkikaF, : To 


(ut) ( 6) (1): 


A 


. Por simplicidad, escribiremos: Y =h FT, +k TF. 


| 


Il 


ll 


donde 
a 2 2 2 
E = Tu Tu = Tu + Y, +2 >0, 
FP = Tu * Ty = Ty Ly + Yu Yv + Zu%o, 
al 2 2 2 
G= FaTo= 5 +Y +2 >0. 
Esto es, 


Ip: TpS Xx TpS ES R, 
—> > E F hs 
Ip(0,, 02) = (h1, k1) ( FO ) ( ha ) : 


siendo (h1,k1) (resp. (ha, k2)) las coordenadas de 1%, (resp. 0) en la base 
(F,,, 7.) de TpS. Nótese que Ip es definida positiva pues teniendo en cuenta 
las expresiones de los vectores 7,,, 7, y haciendo algunos cálculos se obtiene: 


traza a E 
FG 


E F 
der 7) 


2.2.2 Aplicaciones 


E+G>0, 


EG — F? = ||F, AF)? > 0. 


Il 


1. Cálculo de la longitud de una curva contenida en la superficie. 


Vamos a calcular la distancia entre dos puntos P = F(up,w) y Q = 
F(u,, v,) de la superficie. Consideramos una curva en la superficie S 
con parametrización 


Y(t) =T(u(t), v(t)) = (x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), x(u(t), v(t))) 
tal que en tg estemos en el punto P y en t; estemos en el punto (, esto 
es, 
P = Ho) =1 
Q = Y(t1) =F(u(t1), v(tr)). 
Llamamos £ la longitud de curva entre los puntos P y (2. Se tiene: 


pa e 17 (0) de. 


0 


IF OÍ = (Rut) +70) -(F.U(t) +F,.0(0) 

(UE) Fa Fa + 2 (00 (0), To + (00) 7, -F, 
E (u'(t))+2Fu(0)w'(t) +G (v'(1)) 

= E 70,710), 


1 


se tiene: 


ROTO) 
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2. Cálculo del ángulo que forman en P dos curvas C1 y C2 contenidas en 
la superficie. 
Sea 1 el vector tangente a C, en P y sea a el vector tangente a Ca 


en P. El ángulo 0 que forman las dos curvas C¡, Ca es el ángulo que 
forman sus respectivos vectores tangentes en P. Por tanto, 


y - Ya Ip(%;, 02) 


cos = ——=— = SÁ RT 
[5 [| [Well 1p(5,, 01) 1p(0s, 02)/? 


Las curvas C1 y C2 son ortogonales si 0 = 7/2; esto es, si Ip(01, Wa) = 
0. 
Si C1 y C2 son las curvas coordenadas; esto es, 4, = (1,0) y Wa = (0,1), 


entonces, 
F 


cos 0 = —= 


VEG 


Por tanto, las curvas coordenadas son ortogonales si y sólo si F' = 0. 


3. Cálculo del área de una región * de la superficie. 


Consideramos la región % de la superficie limitada por las curvas coor- 
denadas 


F(uo, V), Puy + Au, v), F(u, v), Flu, Y + Av). 


El incremento de área A de la región % viene dada por el producto de 
las longitudes de sus lados por el seno del ángulo que forman, esto es, 


AA 


[17 Cuo, vo)!| 117, (uo, vo) || sin «AuvAv 


Il 


IF, (uo, v0) A F,(U0, vo)!| AuAv 


VEG — F2AuAv. 


Por tanto, el área de la región Y puede calcularse mediante la siguiente 
integral: 


Il 


A= f [ VEG=FPaudo. 
Je 
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Ejemplos 


1. Esfera. Consideramos la siguiente parametrización de la esfera de radio 
1 y centro el origen de coordenadas: 


F(a, B) = (cosacos B, cosasin B, sina), (a, B) € (—7/2,7/2)x[0, 27). 
Se pide: 


(a) Expresión de la primera forma fundamental. 


Se tiene: 
Tala, PB) = (—sinacosfB, —sinasin $, cosa), 
Pala, PB) = (—cosasin f, cosacos B, 0). 

Por tanto, 


Ela, B) = Fala, B) -Fala, B) = sin a (cos? B + sin? B) + cos? a = 1, 
F(a, B) 
G(a, B) 


Pola, B) - Pala, B) = sin a. cos PB cos sin $ — sin «sin a.cos B cos $ = 0, 


== 


Tala, B) - Tala, B) = cost a (sin? B + cos? B) = cos? q. 


La matriz asociada a la primera forma fundamental en un punto 
arbitario P = F(a, $) de la superficie es: 


1 0 
0 costo 


Como F' = 0 las curvas coordenadas 7(Q, 5) (paralelo) y F(a, By) 
(meridiano) son ortogonales entre si. 


(b) La longitud de la curva parámetro B = Bo. 


La curva parámetro fP = By (meridiano P = By) tiene la siguiente 
parametrización: 


Fla) =F(a, Bo) = [cosacos Bo, cosa sin By, sina), «a € [0, 27). 
Se tiene: 


F"(a) — Fi (o, Bo) => 1 úl Fu (a, Bo) us 0 Ñ Tala, Bo), 
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por tanto (1,0) son las coordenadas del vector tangente F '(a) en 
la base (Tala, Bo), Pala, Bo)) y 


In ca) lo) =1 


O cos 


7/2 
L= / 1dt = 1. 
—1/2 


(c) La longitud de la curva parámetro a = Mp. 
La curva parámetro a = «y (paralelo + = ap) tiene la siguiente 
parametrización: 


Por tanto, 


F(B) =F(a0, B) = (cos ay cos fP, cosaysin 3, sinay), «aE |—1/2,7/2]. 
Se tiene: 
PUE + Fa(a%, P) =0- FalA%, B) Sd. Pela, B), 


por tanto (0,1) son las coordenadas del vector tangente 7 '(8) en 
la base (Fa(w%0, 8), Fa(uo, P)) y 


LAO OD cotas ) (1) 20000. 


O cos 


Por tanto, 


27 
L= . cos? dt = 271 cos? a. 
0 
2. Se considera la superficie formada por las rectas que se apoyan en la 
hélice de ecuación 4(u) = (cosu, sinu, u), u > 0, paralelas al plano 
2 = 0 y que se apoyan en el eje OZ. Véase la siguiente gráfica: 


Superficie helicoidal 
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(a) Vamos a hallar una parametrización de dicha superficie. 
Un punto X de la superficie satisface la siguiente ecuación: 


—> ——E pp? 
OX =0P'+AP'P 


donde P” es el punto del eje OZ y P, P' están en la recta que 
se apoya en la hélice y en el eje OZ y que es paralela al plano 
z = 0. Por tanto si P es el punto de la hélice con coordenadas 
(cos u, sinu, u), las coordenadas de P” son (0, 0, u). se tiene: 


Flu,A) = (0,0,u)+A(cosu, sinu, 0) 
= (Acosu, Asinu, u), conu>0 y A € [0, 1]. 


(b) Veamos que F(u, A) es una parametrización regular. Se tiene: 


Fu(u,A) = (—Asinu, Acosu, 1), 
Ru, A) = (cosu, sinu, 0), 
Fulu, A) AF1A(u, A) = (=sinu, cosu, —A), 


[Fa YAA] = VERLO, 


por tanto, la parametrización es regular. 


(c) Primera forma fundamental. Se tiene: 


Elu,A) = F,(u, A) -Fulu, A) = (—Asinu, Acosu, 1) - (—Asinu, Acosu, 1) 
= 1+4, 

FluA) = Fi(u, A) -Fx(u, A) = (—Asinu, Acosu, 1)- (cosu, sinu, 0) 
=.0, 

Glu,A) = PAu,A) -A(u,A) = (—Asinu, Acosu, 1) - (cosu, sinu, 0) 
= -A. 

Por tanto, 


Ip: TpPS Xx TpS E R, 
Es 144 0 
Ip(w,,W) = (a,b) ( A A ) ( > ) , 


con Wi = (a1,b1) y Wa = (a2, ba). 
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2.3 Segunda forma fundamental 


En el estudio de curvas, la curvatura medía la tasa de variación de la recta 
tangente en el entorno de un punto de la curva. Extendemos esta idea al 
estudio de superficies. Vamos a medir la distancia entre la superficie y el 
plano tangente a la superficie en un punto P € S, en puntos de la, superficie 
próximos al punto P. Para ello vamos a estudiar cómo varía el campo normal 
unitario Ñ en un entorno del punto P. 

Sea una superficie S C ¡R* con representación paramétrica regular 


F(u,v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), con (u,v) € D CRY, 


de clase mayor o igual a 3. El campo normal unitario Ñ asigna a cada punto 

P de la superficie, con OP = F(u, v), su vector normal unitario; esto es, 
F,(u, 0) AF,(u, v) 

[[7..(u, v) Ar (u, v) 11 


Ñ:D—R?, N(uv)= 


Usaremos la notación N(u, v), Np indistintamente. Y denotaremos DN (5) 
a la derivada direccional de la aplicación Ñ en el punto P y en la dirección 
del vector unitario 4 tangente a la superficie en el punto P. 

Derivando la identidad Ñ Pp: Ñ Pp = 1 en la dirección de un vector unitario 
w tangente a la superficie en el punto P, obtenemos: 


0=2DNÑp(%) - Ñp, con € TpS, [úl] = 1. 


De donde se concluye que el vector DNp() es ortogonal al vector normal 
Np, luego, 
DN P (15) = TpS , 


esto es, Im DNp =TpPS. 
Definición. Llamamos segunda forma fundamental de S en P a la forma 
cuadrática / Ip definida en TpS de la siguiente manera: 


Ilp: TpS —R, 1Ip(%)=-—DÑp (0) -0. 


Vamos a calcular la expresión analítica de la segunda forma fundamental en 
la base (F,,(u, v), Fy(u, v)) de TpS. Cualquier vector w € TpS se escribe de 
la siguiente manera: 


dv =h(u, v) F,(u, v) + k(u, v) F,(u, v), 
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DNp (1) 


V 
= (Na(u,v), Ñu(u,v)) - (R(u, 0), k(u,v) 
h(u, UN, (u, v) + k(u, v) Ñy(u, v). 


Il 


Por simplicidad, escribiremos: Y = h FT, +k FT, y DNp (0) =h ÑN,+k Ñ,. 
Tenemos: 


IIp(0) = —DNp(0)-5 
E (AÑ, + kN) (hr. +R 5) 
== —NÑ., Pe A hk (M, Po +N, É ñ,) En RN, «Po 


= Lh?+2Mhk + NR?, 
donde 
L= Fo ÑNi=Fa'Ñ, 
Mes (AA = Y Ñ, 
N = —hN,=Fw-:Ñ. 


a — 


Las fórmulas anteriores se obtienen teniendo en cuenta: 7, :N =0y"7,:N =0, 
pues Fi, Py E TpS. Por tanto, derivando estas igualdades tenemos: 


0= (RN) =F.:N+F. Na Ñ , 
E 7 pl — mn a —P N =7P -.N 
0H (A: N)=F. N+T,-N, Si > 
it O AR a 
= =I|7, * =*Y . > “S > 
du v vu v u —P, Ñ, = Foo Ñ 
_0 > o _> — > — 
0O=ÍZ(-N)=F.w:N+F,-ÑN, 


Ejemplo Hallar la segunda forma fundamental del toro con parametrización: 


Fr: [0,27) x [0,27) — R?, 
Fla, B) = ((cosa +2) cos B, (cosa +2) sin $, sina). 
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Solución. Se tiene: 


Tala, PB) = (—sinacosfB, —sinasin B, cosa), 
Pala, B) (— (cosa +2) sin 5, (cosa +2) cos B, 0), 


Il 


Tala, B) Argla, B) 
= (—cosa (cosa +2)c0s PB, — cosa (cosa +2)sinB, —sina (cos a +2)), 
[[Talo, B) Argla, B)l| =cos ar + 2, 


luego 


Poker, B) A Tala, B) 


Ñ(a, PB) En = (— cosacos $, —cosasinf, —sina). 


[Ta (o, B) A Tala, B) Ñ 


bj 


Paola, B) = (—cosacosf, —cosasinf, —sina), 
Fagla, PB) = (sinasinf, —sinacos 6, 0), 
Tagla, PB) = (—[(cosa+2)c0s B, — (cosa: +2) sin f, 0), 


por tanto, 


L(a,B) = Fuala,B)- Na, B) =1, 
M(a,P) = Tasla,B)- Ñ(a,B) =0, 
N(a,B) = Fagla, B)- Ñ(a, B) = cos ar (cos a +2). 


Luego, 
IIp (h, k) = h? + cos ar (cos a: +2) k?. 


2.4 Curvatura normal 


Sea S una superficie con parametrización F(u, v) y sea C' una curva contenida 
en la superficie con parametrización natural: 


Hs) = Flu(s),v(s)), conse TI CR, 


—> 
y sea P un punto arbitrario de la curva; esto es, OP = Y(s). 
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Se tiene: 


(s) = 7), 
E 


£ 
k(s) = E'(s) = k(s)R(s), vector curvatura de C en P. 


Descomponemos el vector curvatura de la siguiente manera: 


; Eta) = (Ets) 1) o, 
k(s) = ky(s ) + ky(s) donde Es 
O kw(s). 


Llamamos vector curvatura normal a la proyección del vector curvatura sobre 
el vector curvatura normal de la superficie Np; esto es, 


Esla) = (%(s) . Ñ») Ño. 


Se denomina curvatura normal en un punto P de la superficie en la dirección 
de la curva C' con parametrización 7(s) a: 


ky(s) = k(s) . NÑNp = t'(s) E Np. 


Y llamamos vector curvatura tangencial o geodésica al vector k,(s). Derivando 
la identidad t(s) - Np = 0 obtenemos: 


0=8'(s)- Np ++(s) - = ky(s) +t(s) 


donde dNp /ds es la derivada del campo N en el punto P en la dirección del 
vector 7 '(s); esto es, 


2 = DÑp(7(s)) 
con 
7 (s) = Fulu (s),v(s))u(s) + Fo(u (s), v (s))v(s) 
Por tanto, 
kw(s) = E. 63) 
= —DÑp(7 (s)) -7 (s) = 11p (7 (8) 


Si 
H(t) =F(u(t),v(t)), conte JCR, 


es una parametrización arbitraria de la curva C, entonces, el vector Y '(t) no 
es unitario y se verifica la siguiente igualdad: 


11» (4'(0)) 
IP ($1(0,41(6)) 


Obsérvese que ky(t) sólo depende de la dirección del vector tangente a la 
curva en el punto P. Se tiene el siguiente resultado: 


ky(t) = 


2.4.1 Teorema de Meusnier 


Todas las curvas sobre la superficie que tienen la misma recta tangente en el 
punto P, tienen la misma curvatura normal en P. 

Se puede hablar de curvatura normal a una superficie en un punto P en 
la dirección de un vector w € TpS; esto es, 


w TIp(w 
(e 


Nota. Si las coordenadas del vector 4% € TpS en la base (7, (u, v), F,(u, v)) 
de TpS son (h(u, v), k(u, v)) entonces usaremos también la notación: 
Ip ((h, k)) 
rl e 
A (10) 


donde h = h(u, v), k = k(u, v). 


2.5 Naturaleza de los puntos de una superficie 


Vamos a estudiar la posición de la superficie con respecto a su plano tangente. 
El vector ky(u,v) = ky(u, v)Np tiene la dirección del vector normal a la 
superficie en el punto P con OP = F(u, v) y su sentido depende del signo de 
la curvatura normal. Teniendo en cuenta la primera forma fundamental es 
definida positiva, el signo de la curvatura normal depende únicamente de la 
segunda forma fundamental. La matriz de la segunda forma fundamental es: 


(sv) 
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y su determinante es: A = LN — M?. Se tiene: 


A > 0 Entonces 1 Ip es definida (o positiva o negativa). Por lo tanto no hay 


ninguna dirección en la que ky se anule (todos los autovalores de la 
matriz de I1p tienen el mismo signo). La curvatura normal tiene signo 
constante en un entorno del punto P. En un entorno de P la superficie 
está en uno de los semiespacios que determina el plano tangente a S en 
P. El punto P se dice que es un punto elíptico. 


A =0 Y suponemos que L, M, N no se anulan simultáneamente. Por tanto, 


A = LN — M? = 0 nos indica que la matriz de //p tiene un autovalor 
A = 0; esto es, existe una dirección a lo largo de la cual ky = 0. En 
este caso el punto de contacto de la superficie con el plano tangente se 
dice que es un punto parabólico. 


A <0 Entonces Ip es indefinida. Por lo tanto la matriz de 7 Ip tiene un 


autovalor positivo y otro negativo; esto es, existe una dirección a lo 
largo de la cual ky > 0 y otra a lo largo de la cual ky < 0. El plano 
tangente a S en P interseca a la superficie en dos direcciones. El punto 
P se dice que es un punto hiperbólico. 


Ejemplo Clasificar los puntos del toro con parametrización: 


F: [0, 271) x [0,277) — R?, 
F(a, B) = ((cosa +2) cos B, (cosa +2) sin 6, sina). 


Solución. Teniendo en cuenta que la matriz de la segunda forma funda- 


mental de S en un punto P, con OP =F(a, B), es: 


1 0 
0 cosa (cos a + 2) 
se tiene: 


1 0 
0 cosa (cos a +2) 


A = des, ) > cosa(cosa +2). 

Como cos a: + 2 > 0, el signo de A depende del signo de cos «.. 
Si a € [0,7 /2) U (37/2, 27], entonces A > 0 y los puntos son elípticos. 
Si a € (7/2,31/2), entonces A =0 y los puntos son parabólicos. 
Sia. € (1/2,37/2) entonces A < 0 y los puntos son hiperbólicos. 
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2.6 Curvaturas de una superficie 


De todas las direcciones del plano tangente a la superficie S en un punto P, 
es interesante determinar aquellas en las que la curvatura normal en el punto 
alcanza sus valores extremos. 


2.6.1 Direcciones principales 


Definición. Se llaman direcciones principales de S en P a las direcciones del 
plano tangente a S en P en las que la curvatura normal toma sus valores 
extremos. A las curvaturas coorespondientes las denominaremos curvaturas 
principales. 

Vamos a hallar las direcciones principales de una superficie S en un punto 
P con curvatura normal: 


TIp((h,k))  Lh2+2Mhk + NR? 


ky ((h, k)) = Tr((Wk) ER F2FA FOR 


En las direcciones Y = (h, k) € TpS principales se debe cumplir: 


Oky 2 


0 = an 2) a) (++ Mk) — kw (Eh + Fk)), 
Ok 2 
0 = a a) (Uh + NE) — ki (Eh +Gk)) 


Por tanto las direcciones principales (h, k) € TpS deben satisfacer el siguiente 
sistema de ecuaciones: 


(L—-kyE)h+(M —kyF)k=0, 1 
Era e (1) 


El sistema (1) se puede escribir de la siguiente forma: 


Lh + Mk = ky (Eh+ FR), 
Mh+Nk= ky (Fh+Gk). 


Por tanto, 
LIh+ Mk _ Mh+Nk 


Ai o A UT 


equivalentemente, 


0=(FN-—GM)k?-—(GL-— NE) hk + (EM — FL) h* 
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esto es, 


k2 —hk Rh? 
0=|E F G 
L M N 


Tomando la dirección (1, A = h/k) tenemos: 
0=(FN-GM)*-(GL-NE)A+(EM-—FL). 


Si FN - GM H 0, las soluciones A,, A2 de esta ecuación de segundo grado 
en A nos da las dos direcciones principales: (1, A,), (1, A2). Se demuestra que 
los vectores (1, A1), (1, A2) son ortogonales; esto es, 


Ip((1,A1), (1, A2)) = E+F(M+A2)+GM4 
= E+F IT +G 
= 0, 


Definición. Un punto P € S se dice umbilical si las formas fundamentales 
en él son proporcionales; equivalentemente, si 
L M N 
k N=xH_H=x=>5- 
E F «€ 
En los puntos umbilicales todas las direcciones se pueden considerar princi- 
pales. Un caso particular de punto umbilical es un punto plano, en el que 
se anula la segunda forma fundamental y, por tanto, ky = 0 en cualquier 
dirección. 


2.6.2 Curvaturas principales 


Vamos a hallar las curvaturas principales de una superficie S en un punto P. 
"Tomando la dirección (1, A) la ecuación 


Lh+Mk _ Mh+Nk 


A A GR 
se escribe: 
fa EA y BEAR (L+ MA —ky(E+FA) =0 
OO E+FA — F+Gh (MN —ky(F+GA)=0 
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y eliminando A en el sistema anterior obtenemos: 
(EG—F? ky -(EN+GL-2FM)ky+LN-M?*=0 


esto es, 


sembla r LM|_ 
ll bel ar e part las o [0 


cuyas soluciones k,, kz son las curvaturas principales. 
El discriminante de la ecuación anterior es siempre mayor o igual que 
cero, y por tanto, las soluciones de dicha ecuación siempre son reales. 


2.6.3 Curvatura de Gauss y curvatura media 


Definición. Se denomina curvatura de Gauss o total de una superficie S en 
un punto P € S al producto de las curvaturas principales; esto es, 


LN — M? 


£=hb=g_p1 


Teniendo en cuenta EG — F? > 0 se deduce que el signo de la curvatura total 
depende del signo de LN — M?. Se tiene: 


1. Un punto P de la superficie es elíptico si y sólo si K > 0. 
2. Un punto P de la superficie es parabólico si y sólo si K = 0. 
3. Un punto P de la superficie es hiperbólico si y sólo si K < 0. 


Definición. Se denomina curvatura media de una superficie S en un punto 
P€S a la media aritmética de las curvaturas principales; esto es, 


Em O > EG -— F2 


Ejemplo Se considera la siguiente parametrización del toro: 


F: [0, 271) x [0, 277) — R?, 
T(a, B) = ((cosa +2) cos PB, (cosa +2) sin 6, sina). 


Se pide: 
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1. Curvatura normal en el punto P de coordenadas (2, 0, 1). 
2. Direcciones principales en el punto P. 

3. Curvaturas principales en el punto P. 

4. Curvatura de Gauss en el punto P. 

5. Curvatura media en el punto P. 


Solución. 
El punto P se alcanza para los valores de los parámetros a+ = 7/2 y B =0. 
Tenemos: 


Pala, B) = (—sinacosfB, —sinasin $, cosa), 
Pala, B) = (- (cosa +2) sin fB, (cosa +2) cos f, 0), 


y 
Na, B) = Es EAN = (—cosacos $, —cosesinf, —sina). 
Por tanto, 
Ha = Tia, Bi Fetal) =1, 
Fla, B ds Pelo, ) : Pala, B) 5 0, 
Gla,B) = Fsla,B) Falo, B) = (cosa +2), 
y 
L(a,B) = Faalo,B)-N(a,B)=1, 
M(a,B) = Fagla, B)- Na, B) =0, 
N(a,B) = Fsagla, B)- Ñ(a, B) = cosa (cos a +2). 


Por tanto, la matriz de la primera forma fundamental de S en un punto 
P es: 
E(m/2,0) F(r/2,0)N f1 0 
F(7/2,0) G(r/2,0) ) 0 4 


y la matriz de la segunda forma fundamental de S en un punto P es: 


CARDO! 
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La curvatura normal en la dirección del vector 4 € TpS con coordenadas 
(h, k) es: 

TIp(h, k) » nh? 

Ip(h,k) 24 4k2 


Las direcciones principales (1, A) en P son las soluciones de la ecuación: 


kn(h, k) = 


A el 
O=|1 0 4|=-4A=>A=0. 
vb. q 


Si tomamos el vector de coordenadas (A, 1), entonces la ecuación se escribe: 


Ll -k HP 
í 4 4 


Por tanto, las direcciones principales son las de los vectores de coordenadas 
(1,0) y (0,1). 
Las curvaturas principales son: 


ky(0,1) = 5 O. 


Si consideramos la ecuación de las curvaturas principales: 


Us 1.0 1.0 1 ol 
0 4 | 0 JE 0 apena 9 [=> 
obtenemos: , 
=1 
ll N 
¿(kn Dv =0=> 4 ¡070 


La curvatura de Gauss es el producto de las curvaturas principales: k¡k2 = 0 
y la curvatura media es (ki + k2) /2 = 1/2. 


2.7 Líneas de curvatura y líneas asintóticas 


Definición. Una curva C' contenida en una superficie S se denomina línea 
de curvatura si la dirección del vector tangente en cada uno de sus puntos 
coincide con la dirección principal en ese punto. 
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Véase el siguiente gráfico en el que se muestran las líneas de curvatura en 
el punto (0, 0, 0) de la superficie con ecuación 2 = 2? — y?: 


Líneas de curvatura 


Sea S una superficie con parametrización 7(u, v) y sea C' una curva con- 
tenida en la superficie con parametrización: 


Ft) =F(u(t),v(t), conter CR, 


y sea P un punto arbitrario de la curva; esto es, DP es A(t). La curva C es 
una línea de curvatura si las coordenadas (u' (+) , v'(t)) del vector Y '(t) en 
la base (F,(u(t),v (0), F.(u(t), v (t))) de TpS son solución de la siguiente 
ecuación diferencial: 

0=(FN—GM)(v (0) — (GL— NE) y (t) v(t) + (EM — FL) (u (t)* 


esto es, 


L M N 


Definición. Una dirección se denomina asintótica respecto a un punto P de 
S si se anula en ella la segunda forma fundamental en P; esto es, la dirección 
del vector 4% = (h, k) es asintótica si 


TIp(h, k) =0. 


Definición. Una curva C' contenida en una superficie S se denomina 
línea asintótica si la dirección del vector tangente en cada uno de sus puntos 
coincide con una dirección asintótica. 
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La curva C es una línea asintótica si las coordenadas (u' (t), v'(t)) del 
vector Y '(t) en la base [F,(u (t) ,v (t)), F,(u(t),v (t))+ de TpS son solución 
de la siguiente ecuación diferencial: 


0=L (WU) +2Mu (0 (0 + N (0). 


Ejemplo Se considera la superficie con parametrización: 
Fr: RR, 7(u,v) = (u, v, u? — v”) N 
Se pide: 
1. Clasificar los puntos de la superficie. 


2. Curvatura normal y curvaturas principales en el punto P de coorde- 
nadas (0, 0, 0). 


3. Líneas de curvatura en el punto P. 
4. Líneas asintóticas en el punto P. 


Solución. Tenemos: 


fila) = 1, 0, Yu), 


Au = (0,1, —2u), 
Ñ(u, v) _Fulu, 0) Aru(u 0) Es 1 (—2u, 20, 1) 
[7 Cu, v) A Fola, v)!| V 4u? + 4y2 + 1 
fia = 03, 
Fat) = (0,0, 0), 
Fuy[u,v) = (0, 0, —2). 
Por tanto, 


E(u,v) = F,(u,v) -F,(u, v) =1+4w*, 
F(u,v) = Fulu,v) - F,y(u, v) = —dun, 
Glu,v) = F,(u,v) -F,(u, uv) = 1 +40, 


> Y 
AT AA A A 
(u,») oi du? + du? +1 
M(u,v) = Fu (u, 0) - Nu, v) =0, 
Ni] = Esad Ma a 
(u, Y) a 4u? + 4u? +1 
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La matriz de la segunda forma fundamental en un punto arbitrario P de la 


superficie es: 
1+4u% —4uv 
—duv 1+4v? )' 
La matriz de la segunda forma fundamental en un punto arbitrario P de la 
superficie es: 


2 4 
Vdu?2+4v241 E . 
0 V4u2+4v241 


El determinante L(u, v)N (u, v) — M(u, v)? < 0, por tanto, todos los puntos 
de la superficie son puntos hiperbólicos. 
La curvatura normal en el punto P = F(0, 0) en la dirección de un vector 
(h, k) es: 
2h? — 2k? 
h2 + k2 
Si suponemos (h, k) = (cos «, sin *) tenemos: 


ky(h, k) => 


ky(cos a, sin a+) = 2 (cos” 


a — sin? a) = 2c08 20. 
Por tanto, ky toma el valor máximo 2 para «+ = 0,7, en la dirección de los 
vectores (1,0) y (—1,0), y ky toma el valor mínimo —2 para a = 11/2,37/2, 
en la dirección de los vectores (0,1) y (0, —1). 
Para a € (—7/4,77/4) U (37/4,57/4), la curvatura normal es positiva. 
Para a € (7/4,37/4) U (57 /4,77/4), la curvatura normal es negativa. 
Para a = 7/4,37/4, la curvatura normal es cero. Por tanto, las direc- 
ciones asintóticas son: 


(cos7/4,sinr/4) = (v2/2, v2/2), 
(cos 37 /4, sin 37 /4) (-V2/2, V2/2). 
La ecuación diferencial de las líneas de curvatura en P es: 


(U() —e(ou(e) (uy 
Gh 1 0 A = —4u (t)u (t) 
2 0 —2 


Il 


Esto es, u'(t) = 06 v'(t) = 0. Por tanto, las líneas de curvatura son u(t) = uy 
Ó v(t) = Y), con Uy y Y constantes. Como estamos en el punto P = (0,0), 
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tenemos u(0) = 0 y v(0) = 0, por tanto, las líneas de curvatura son: 
F(0,v) = (0, v, — v?) . 
u,0) = (u, 0, 5). 
La ecuación diferencial de las líneas asintóticas en P es: 
0=2(u'(0)? -2(4 (0) = 0=w(t) + v(t) 60=w(t) — v(t) 


Integrando obtenemos: u(t) = +v(t) + k. Como u(0) = v(0) = 0, se tiene: 
u = +v. Las líneas asintóticas son: 
r(u,u) = (u, u, 0) 


F(u,—u) = (u, —u, 0) 


2.8 Indicatriz de Dupin 


Vamos a estudiar la curvatura normal de una superficie en un punto P de 
la superficie. Supongamos que en un entorno del punto P tenemos una 
parametrización de Monge de la superficie de la forma: 


r(u, v) > (u, v, Fu, v)) > 
con f.(u,v) = f,(u, v) = 0. En este caso se tiene: 


F. (u, U) E (1,0,0), 


ro(u,v) = (0,1,0), 
Ñ(u,v) = (0,0,1). 


Estamos suponiendo que la superficie está situada de manera que el punto P 
sea el origen de coordenadas y el plano tangente a la superficie en el punto 
P sea el plano z = 0. Se tiene: E=1,F=0,G=0y 


Lh? + 2Mhk + Nk? 


ky(h, k) E p2 E 2 


Tomamos h? + k? = 1 (la curvatura normal sobre un vector unitario); esto 
es, h = cos 0, k = sin 0, entonces: 


ky(0) = Lcos? 9 + 2M cos 0 sin0 + Nsin?0. 
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Tomamos |ky(0)] =1/r? x, = cos 0, x3 = rsin 0, entonces: 
+1 = La? +2Mx1x2 + Na?. 


La ecuación anterior determina una sección cónica en el plano tangente que 
se denomina Indicatriz de Dupin. 

Si P es elíptico (LN — M? > 0), la indicatriz es una elipse. 

Si P es hiperbólico (LN — M? < 0), la indicatriz consiste en un par de 
hipérbolas conjugadas. A lo largo de una de las hipérbolas ky > 0 y a lo 
largo de la otra ky < 0. Las asíntotas de las hipérbolas corresponden a las 
direcciones en las que ky = 0. 

Si P es parabólico (LN — M? =0, L? + M? + N? 4 0), la indicatriz es un 
par de rectas paralelas. 

Si la indicatriz existe y no es una circunferencia, entonces ky toma sus 
valores extremos en dos direcciones ortogonales que son las direcciones de los 
ejes de la indicatriz. 

En los puntos elípticos en los que ky = constante % 0, todas las direc- 
ciones se dicen principales. En los puntos planos ky = 0, también todas las 
direcciones son principales. 


Ejemplo 1 Vamos a calcular la curvatura normal de la esfera de radio r y 
centrada en el origen; esto es, la esfera de ecuación cartesiana: 


yyy 2, 
Podemos considerar la siguiente parametrización: 
7: [0,27) x (0,1) — RÍ, 


Fla, B) =  (acosasin fB, asin asin BP, acos 6). 
Se tiene: 
Falo, B) = (—asinasin B, acoseasin B, 0), 
Pala, B) = (acosacos fB, asinacos B, — asin PB), 
y 
Fala, B) Arg(a,B) = (—a*cosasin” B, — a? sin asin? B, — a? sin Bcos PB) , 
[F.(a, B) Ara(a, BH? = atcos? asin! B + al sin? asin! 8 + a* sin? f cos? B 


al sin* B (cos? a + sin? 0%) + al sin? fB cos? $ 
al sin* B + al sin? fB cos? B 


= al sin? 6 (sin? fB + cos? B) = asin? B, 
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Por tanto, 


Na, B)- Flan 8) ATataB) = (—cosasinf5, —sinasinB, —cos B). 


a [Pa (a, B) A Falo, B)!| M 


Y 
Paola, B) = (—acosasinf8, —asineasin B, 0), 
Fagla, PB) = (—asinacos fB, acosacos PB, 0), 
Pegla, PB) = (—acosasinf, —asinasinfB, —acosf), 
luego 
Ela,B) = Tala, B) -Fala, B) = a? sin? asin? B + a? cos? a sin? 8 
= sin? f, 
F(a, B) E Tala, B) -Ta(a, B) =0, 
Gla,B) = Fela, B) - Fg(a, B) = a cos” a.cos? B + a? sin? a.cos? B + a? sin? 8 
2 
Q ? 


L(a,B) = Faala, B)- 

M(0,P) = Tagla, PB) 

N(a,B) = Faglo, B) - Na, B) = acos? asin? 8 + asin? asin? 4 + a cos? B 
= asin? 6 +acos? B =a. 


Por tanto, 


Lh?+2Mhk+ Nk? asin? Bh? + ak? 1 


N(h, )) Eh2 + 2Fhk + Gk2 a? sin? Bh? + a?k2 10) 


Luego la curvatura normal es constante en cada punto de la superficie y en 
cada dirección del plano tangente. La indicatriz de Dupin en cada punto de 
la esfera es: 

a =a+ y. 
Ejemplo 2 Vamos a hallar la indicatriz de Dupin de la superficie con 
ecuación cartesiana 2 = 2? — y? en el punto P de coordenadas (0, 0, 0). 


La superficie es: 
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Paraboloide hiperbólico 


Una parametrización de dicha superficie es: 
F(u,v) = (u, v, u?—u?) 


que es una parametrización de Monge con f(u, v) = u? — v?, Tenemos: 


E(u,v) = Fi(u,v) -F,(u, v) =1+4wu2, 
Flu, v) = Flu, v) : Fo(u, v) = —4uo, 
Glu,v) = F,(u,v) -F,(u, v) =1+4v*, 
le 2 
Luv) = Funlu,v)- N(u,v) = - , 
Sade dd e vV4u? + 4u? + 1 
M(u,v) = Fus(u, v) Ñ(u, v)=0, 
> . 
N(u,v) = Filu, o): N(u, y) = ==. 
Cu, de Y 4u?2 + 4u? + 1 


En el punto P tenemos 
EXD,0) = 1, 200=0B, (600)= 1 
L(0,0) = 2, M(0,0)=0, N(0,0) =-2. 
Por tanto, 


2 c08? f — 2sin? 9 


ky (0) = LA 222 = 208? 8 — 2 sin? 9. 
N (0) cos? 0 + sin? O qe ds 
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Tomando |ky (0)| = 1/r? y z = rcos9 y y = rsinó entonces la ecuación 
anterior se escribe: 
+1 = 22? — 2?. 


Luego la indicatriz de Dupin es el par de hipérbolas de ecuaciones 1 = 22? — 
2y? y —1 = 22? — 2y?. El valor máximo de la curvatura es k, = 2 y se 
alcanza en la dirección (cos O, sin 0) = (1, 0) y el valor mínimo de la curvatura 
es ka = —2 y se alcanza en la dirección (cos /2,sinr/2) = (0,1). Las 
direcciones asintóticas de la superficie en el punto P son las direcciones de 
las asíntotas de la indicatriz de Dupin; esto es, las direcciones de las rectas 
de ecuaciones x = y y z = —Y. Las líneas asintóticas de la superficie en el 
punto P son: 


(u, u, 0), 
(u, —u, 0). 


3 

OS 

£ 
e 

SES 
| 


p 

E 
| 

E, 
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2.9 Fórmula de Euler 


Vamos a expresar la curvatura normal en una dirección que forme un ángulo 
Q* con respecto a una de las direcciones principales en función de ese ángulo 
a. y de las curvaturas principales. 

Consideramos una representación paramétrica regular en las que las líneas 
de curvatura sean las líneas paramétricas; esto es, F(up, v) y T(u, vo) son las 
líneas de curvatura en el punto 7(up, vo). Por tanto, las direcciones (1, 0), 
(0, 1) son las direcciones principales. Y las curvaturas principales son: 

ni TIP((11,0)  £ h IIpP((0,D)) N 
SAA AS ss MLS ARAS 
IP(1,0) E IIp((0,1)) G 

El coeficiente F' = 0 es cero pues las líneas de curvatura son ortogonales. 

La ecuación de las direcciones principales es: 


(M0 —e(9u(o (uy 
0=| E F G 
L M N 


Como (1,0) es una dirección principal y F' = 0, se tiene: 


4 Y 1 
L MN 
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y como (0, 1) es una dirección principal y /F' = 0, se tiene: 


1.0 
=18E Q 
L M 
Como GE 4H 0 pues la primera forma fundamental es definida positiva, en- 


tonces de las dos ecuaciones anteriores se deduce: M = 0. Por tanto, la 
curvatura normal en la dirección de un vector (h, k) es: 


TIp((h,k)) — Lh?4+ Nk? 
Ip((h,k))  Eh?+Gk? 
L EN N GR 
DERFCR GER OR 


En(h, k) 


y teniendo en cuenta que el ángulo a que forma el el vector (h, k) y el vector 
(1, 0) satisface: 


cos? a: A Ip ((h, k), (1, 0)) a Eh? 

: — IP((AK)DIP((1,0)) Eh24+Gk?” 
Gk? 

A A 

sinóa = 1-—costaQ DERF OR 


se deduce: 
ky(h, k) = k¡ cos? a + ka sin? a: 


que es la fórmula de Euler. 


3 Superficies regladas 


Definición. Una superficie S se dice reglada si por cada punto P € S existe 
una recta contenida en la superficie y que contiene al punto P. 

Toda superficie reglada S puede venir determinada por una curva C' y un 
vector Wp asociado a cada punto P de la curva. La superficie está formada 
por las rectas rp, con P € C, que contienen al punto P y tienen vector 
director 4p. Por tanto, un punto X de la superficie satisface: 


—+ —y 
OX =0OP +túp con PEC,tER. 
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Si consideramos una parametrización %(u), u € 1, de la curva C, un punto 


— 
arbitrario X de la recta que contiene al punto P € C con OP = (up) y 
tiene la dirección del vector Wp se escribe de la siguiente forma: 


OX = F(U0) + tp, tER. 
Por tanto, una parametrización de la superficie es la siguiente: 
F(u,t) =Y(u) +tWw(u), (ut)elxR. 
Para cada uy € / obtenemos una recta con parametrización: 
F(uo, t) = Y(uo) +tWw(u), ter. 


A dicha recta la llamamos generatriz de la superficie reglada. 
Para cada ty € R obtenemos una curva con parametrización: 


Flu, to) = Y(u) + toW(u), ue l. 


A dicha curva la llamamos directriz de la superficie reglada. 


Ejemplo Vamos a obtener una representación paramétrica regular de la 
superficie formada por las rectas que se apoyan en la elipse de ecuaciones 
cartesianas: 41? +4 2y? = 3, 2 = 0 y que son paralelas a la recta de ecuaciones 
c+y+z=1lyzr-—2y=0. 
Una parametrización de la elipse es: 
Ma) = (E COS S, Y sin 8, 0) , Ss€|l0,27). 

La recta de ecuaciones + y+z2 = 1 y 1—2y = 0 tiene la dirección del vector 
w = (2,1, —3). Por tanto, una parametrización de dicha superficie es: 


P(s,t) (s) + tW 


5 
(E cos s, Y sins, 0) +t(2,1, 3) 


Il 


Il 


(2 + 3 cos s, t+ Y sin s, — 31) ,  (s,t) € (0,27) x R. 
La ecuación implícita de la superficie es: 
d(a +22) + (y + 32)? =3. 
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Definición. Una superficie reglada S se dice desarrollable, si el plano 
tangente a la superficie en cada punto de una generatriz es el mismo. En 
caso contrario se dice que la superficie S no es desarrollable. 

Definición. Una superficie reglada S se dice que es cónica si todas sus 
generatrices contienen a un mismo punto (QQ al que se denomina vértice de la 
superficie. 

Una parametrización de una superficie cónica con vértice ( es: 


F(u,t) =00 ++ (5() 08), (u,t) E DER, 


siendo Y(u) una parametrización de una curva C' contenida en la superficie. 
Las generatrices de dicha superficie tienen la dirección del vector W(u) = 
Fu) — 06. Se tiene: UY (u) = Y (u). 
Definición. Una superficie reglada S se dice que es cilíndrica si el vector 
asociado a cada punto P de la superficie es proporcional a un vector fijo 1. 
Una parametrización de una superficie cilíndrica es: 


F(u,t) =3(4) +t0, (ut) eDCR?, 


siendo Y(u) una parametrización de una curva C' contenida en la superficie. 
Se tiene: y '= 0. 

Definición. Una superficie reglada S se dice que es desarrollable tangen- 
cial si cada punto de la curva directriz C' con representación paramétrica 
%(u) tiene asociado el vector tangente a la curva en dicho punto. 

Una parametrización de una superficie desarrollable tangencial es: 


Flu, t) =Y(u) +17 '(w), (uteDCc R?, 


siendo Y(u) una parametrización de la curva directriz C. 


3.1 Curvatura total de las superficies regladas 


Vamos a comprobar que la curvatura de Gauss o total de una superficie 
reglada es siempre menor o igual que cero. 
Sea S una superficie reglada con parametrización: 


F(u,t) = Y(u) +tu(u), (ut)e D. 
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Supongamos además que todos los puntos de la superficie son regulares; esto 
es, Fu(u,t) AF¿(u,t) 4 0, para todo (u,t) € D. Se tiene: 


F,(u,t) = 74) +tú (u), 
riu, t) => w(u), 

V 1 

Nu, t mt 
) [7 Cu, t) A P,(u, t)! 

» -17 SÍ — 
= FeE65dAR60 (7 (uv) +1 (u)) AU(u), 

Fobia t) = A "(u) + tw “(u), 

Fu (ut) = 0'u), 


Fi (u, t) 7 


(u, £) AFi(u, t) 


2 


Por tanto, el determinante de | la matriz de la segunda forma fundamental en 
un punto arbitrario P con OP = F(u,t) es: 


Fora (U, t) : Ñ(u, t) Fut (U, t) , Ñ( 3 + => 2 
y 0-NÑ == (Fu(u,t)-N(u,t)) <0. 
Fuelu,t)-N(u,t) 0: N(u,t (Fue(u1) - Nu, 1)) 


Teniendo en cuenta las expresiones de F,,(u,t) y Ñ(u, t) obtenemos: 


. dd 7! > 
ACOIECO (u) +tú (u)) Aú(u) 
e ICO (a), 7 () +t0 (u), úlu)] 


[17 (u, t) Aru, £) | 


Fu(u,t)-ÑN(u,t) = 6'(u) 


[5 '(u), 7 (4), úlu)]. 
Por tanto, 


Fu, ) -Ñ(u,t) Fa(u,t) - Nu, t) | _ EW), vu), vt 
Fur(u,t) -N(u,t)  0-N(u,t) [I7,(u, £) AF,(u, t) [17 


Teniendo en cuenta 


o a) = llar of, 


L(u,t) M(ut) Y _— (uv), vu), u (u)]” 
det a) e [|7,(u, t) Aro (a, 7 
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la curvatura total de una superficie reglada es: 


Ko(u,1) = DO, 3), 8, 
dá [IF.(u, t) Aru, eh 


Por tanto, los puntos de las superficies regladas son hiperbólicos, parabólicos 
o planos. 

Llamamos parámetro de distribución y lo denotamos p(u) al valor del 
producto mixto: 


p(u) = [7 (4), Wu), du). 


Si p(u) = 0 entonces Ky(u,t) = 0 y el punto P con OP = F(u,t) es un 
punto parabólico o plano. Una de las curvaturas principales es cero y por 
tanto, las líneas asintóticas son líneas de curvatura. 

Si p(u) 4 0 entonces Ky(u,t) < 0 y el punto P con OP = F(u,t) es un 
punto hiperbólico. Una de las curvaturas principales es negativa y la otra es 
positiva. 


3.2 Clasificación de las superficies regladas 


1. Si p(u) = [Y (u), w(u), y '(u)] = 0 para todo valor del parámetro u 
la superficie es desarrollable. Se tienen los siguientes casos: 


(a) Si % '(u) = 0 entonces W(u) = W es un vector constante y la 
superficie es una superficie cilíndrica. En este caso, se tiene: 


! 


Fu(u,t) AFi(u, t) (7 (uv) +t0 '(u)) Aw(u) 


Fu) Au, 
Si 7 '(u) Av 4 O (esto es, los vectores Y '(u) y Wi no son paralelos) 
entonces el vector normal es 
Fu(u,t) Añ(ut) Yu) A 
[IF (u, t) Ar¿(u, e) 1] 17 (a) null” 


Ñ(u,t) = 


Nótese que es constante a lo largo de cada generatriz ya que no 
depende del parámetro t. 


38 


(b) Si Y '(u) = 0 entonces Y(u) es constante; esto es, consiste en un 
único punto. La superficie es una superficie cónica. En este caso, 
se tiene: 


F.(u,t) Aru, t) = ($ (u)+t8 (u)) Av(u) 
= tu (u) u(u). 


Si ú '(u) Aú(u) 4 O (esto es, los vectores 13 '(u) y W(u) no son 
paralelos) entonces el vector normal es 
tú '(u) Alu) vu) Aw(u) 


q [[t25 "(u) A lu) !| Ñ [120 (uv) Au) 


Nótese que es constante a lo largo de cada generatriz ya que no 
depende del parámetro t. 
(c) Sii '(u) 2 0, 7 '(u) 4 O entonces la condición p(u) = [5 (u), ú(u), w (u) = 
0 nos indica que los vectores % '(u), Y '(u) y W(u) son coplanarios. 
Se tiene: 


Fu(u,t) AF (u,t) =Y (1) Alu) +10 (u) Aw(u). 


Como % '(u), Y '(u) y w(u) son coplanarios los vectores Y '(u) A 
wlu) y % '(u) Aú(u) son paralelos y por tanto, F,(u, t) AF,(u, t) es 
proporcional al vector 4 (u) Aw(u) que no depende del parámetro 
t. Luego, el plano tangente es el mismo en todos los puntos de la 
generatriz. Veremos más adelante que en este caso la superficie es 
una superficie desarrollable tangencial. 


2. Si p(u) 4 0 para todo valor del parámetro u la superficie es no desar- 
rollable o alabeada. 


3.3 Puntos singulares de una superficie reglada 


Los puntos singulares de una superficie con parametrización F(u,t) = Y(u) + 
o 
tw(u) son aquellos puntos P con OP = F(u, t), que verifican: 


F,(u,t) AF (ut) = (5 (uy) +40 (u)) Aú(u) =0. 
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Vamos a hallar los valores del parámetro t para los cuales se cumple la condi- 
ción anterior. Para ello, multiplicamos escalarmente la expresión anterior 
por 4% '(u) Aw(u), suponiendo UY '(u) AW(u) H 0. Se tiene: 
0D = (a, 0 A Fila, t 
= (7 (u) + ta (u 
= (5 (1) Au) - 


de donde, se obtiene: 


w(u)) 
0 *(u) Au) 


JAY) +4 10 (a DABA, 


) 
)) Au) -( 
(5 


S 


) (05 *(u) A 
) 
( 


(7 (4) A uu) - (15 "(u) Av (u)) 
[pú "(u) Au) lP 


Por tanto, los puntos singulares de la superficie se encuentran en la curva 
con parametrización: 


da) 5) - EA) (8 (4) A) 
Áa) =3(0 ar (u), 


que llamamos línea de estricción. Llamamos puntos centrales a los puntos 
regulares de la línea de estricción. Nótese que en la línea de estricción además 
de los puntos singulares se encuentran los puntos de la superficie tales que el 
vector Y '(u) A ú(u) es ortogonal al vector F,,(u,t) A F¿(u, t). 


t=- 


3.3.1 Puntos centrales 


Veamos que en una superficie reglada no desarrollable la curvatura de Gauss 
alcanza su valor máximo en los puntos centrales. Supongamos p(u) % 0, 
teniendo en cuenta la expresión de la curvatura de Gauss: 


Gua E, ear 


< 0, 
[[F,. (a, €) AF Cu, EP 


se deduce que el valor absoluto de la curvatura de Gauss, |Ky(u, t)|, es máx- 
imo cuando el valor de 


[[7,(u, £) AFA(u, 1) 1P 


es mínimo. Llamamos ¿(u,t) = F,(u,t) A F,(u,t). Teniendo en cuenta la 
siguiente expresión: 


F(u,t) AF¡(u,t) =3 (a) Alu) +t0 (uy) Aw(u), 
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d > 17 _ d — — 

a di (v(u, t) : vu, t)) A 2 Uu, t) j vu, t) 

= 2(6'"(u) Aú(u)) - (y (u) Aw(u) + tu (u) Au) 

= 2 ((5(u) Au) - (7 (4) (a) +13 (u) Aa) [P) . 
Por tanto, el valor máximo de ||7,,(u, t) A F,(u, t)|1? se alcanza para el siguiente 
valor de t: a Ñ > Ñ 

(w% "(u) Au) - (y (u) Au) 

[pa *(u) Aa) P 
que coincide con el valor del parámetro t de los puntos centrales de la super- 


ficie. Por tanto, en los puntos centrales el valor absoluto de la curvatura de 
Gauss es máximo. 


t=- 


3.3.2 Arista de retroceso 


Si la superficie es desarrollable entonces los vectores Y '(u), w(u), w '(u) son 
coplanarios y el vector % '(u) AW(u) no es ortogonal al vector F,(u, t)AF¿(u, £). 
Por tanto, todos los puntos de la línea de estricción son puntos singulares y 
en este caso, a la curva con parametrización: 


3 (w '(u) Au) - (y (u) Au) 


o a 


la llamaremos arista de retroceso. A lo largo de la arista de retroceso la 
superficie se desdobla en dos hojas. 
Como 3 '(u), Y ((u) y w(u) son coplanarios, el vector Y '(u) se puede 
escribir como combinación lineal de los vectores Y '(u) y w(u): 
y (u) = Muju(u) + uluja (u). 
Por tanto, 
yu) añu) = (Muju(u) + ju(uyal (u)) Au) 
p(wu '(u) Alu). 
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Multiplicando escalarmente la expresión anterior por el vector 4 (u) AW(u) 
obtenemos: 


(7 (u) Aú(u)) - (8 (4) Añ(u)) = p(u) 13 (a) au), 
de donde 
(7 (uv) Au) - (w "(u) Au) 
[[25 "(u) Au) | 


y la arista de retroceso se puede parametrizar como sigue: 


lu) = 


, 


> 


Blu) = Y(u) — p(uyw(u). 


Por tanto, J(u) = f(u) + (u)W(u) y podemos parametrizar la superficie en 
función de la arista de restroceso como sigue: 


r(u, t) (u) + p(u)u(u) + tw(u) 


(u) + (uu) +) w(u). 


B 
En Y 
Derivando 4(u) = 7(u) — ¡u(u)ú(u) y teniendo en cuenta 7 (u) = Mu)ú(u) + 
p(u)u '(u), se tiene: 


Bu) = yu) — (uju(u) — luja (u) 
A 


(u)w(u) + (uy (u) — puja (u) — puja (u) 
= (uy - (u)) uu). 


Il 


Por tanto: 


1. Si A(u) = '(u) entonces $ '(u) = Ú y la superficie es una superficie 
cónica. 

2. Si Au) 4 p'(u), el vector w4(u) es proporcional a B' (u) y a superficie 
es una superfice desarrollable tangencial y puede parametrizarse como 
sigue: 


7(u,t) = Á(W) +7 B'(w), (ut erxR, 


(0) 40) 


en función de su arista de retroceso. 
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3.4 Ejemplos y ejercicios 


Ejemplo 1 Dar una parametrización de la superficie engendrada por 
las rectas tangentes a la curva Y(u) = (e",e", u). 

El vector director de la recta generatriz que se apoya en el punto Y(u) de 
la curva directriz es: 


Au) = (e”, —e", 1). 
Por tanto, una parametrización de la superficie es: 
Yu) +19 (u) 
= (e +te",e "—te",u+t). 


ll 


r(u, t) 


Dicha superficie es una superficie desarrollable tangencial con arista de retro- 
ceso Y(u). 


Ejemplo 2 Vamos a clasificar la superficie con parametrización: 
T(u,v) = (u+ucosu, ue +vsinu, u). 
La parametrización anterior es lineal en el parámetro v. Por tanto, la 


podemos escribir como sigue: 


Fu) = (u 1, u?) +v(cosu, sinu, 0) 


Yu) + vu(u), 


con 
Au) 7 (u, ae, ue), 
wlu) = (cosu, sinu, 0). 
Tenemos: 
7'(u) = (1, 2u, 3u”), 
U'(u) = (—sinu, cosu, 0). 
Por tanto, el parámetro de distribución es: 
pu) = [7u), ú(u), uu) 
1 2u  3u 


det cosu sinu 0 
—sinu cosu 0 


= 3u40siuXH0. 
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La superficie es una superficie alabeada. 
Los puntos singulares de la superficie son los que satisfacen la siguiente 
condición: 


> 


0 


F (4, 0) AF (u, v) 
(1 — vsinu, 24 + UCOs u, 3u?) A (cosu, sinu, 0) 


—3u* sin u, 3u2cosu, sinu— 2ucosu — v) : 


esto es, 
0=2sinu, 
0 = u?cos u, =$+u=0 y yu =0. 
0 = sinu — 2ucosu — 0, 


El único punto singular de la superficie es el punto 
F(0,0)= (0, 0, 0). 
Los puntos centrales de la superficie se alcanzan en el siguiente valor del 


parámetro uv: 
(7 (1) Au) - (7 (1) Alu) 


[pa (e) Aa) ll 


Teniendo en cuenta: 


Al 
E 
> 
El 
S 
Y 
| 


1, 2u, 3u*) A (cosu, sinu, 0) 


1! 


sinu, cosu, 0) A (cosu, sinu, 0) 


(—3u? sin u, 3u4 cos u, sinu— 2uc0s 4), 
pa 
(0, 0, —1), 


obtenemos: 
v = sinu — 24c0s 4, 


y una paraetrización de la línea de estricción es: 


Blu) 


Il 


Fu) — (sinu — 24 cos u) W(u) 


Il 


(u, Ye, u?) — (sin u — 2ucos u) (cos u, sinu, 0) 


= (u-— (sinu— 2ucos u) cos u, u” — (sinu— 2ucos u) sin u, ua?) . 


Dicha curva contiene al punto singular y a los puntos centrales. 
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Ejemplo 3 Obtener una parametrización de la superficie formada por 
segmentos que se apoyan en el arco de circunferencia 2? + y? = 1, z = 0, del 
primer octante y el segmento de la recta + y = 1, 2 = 0 del primer octante. 

Primero vamos a obtener parametrizaciones del arco de circunferencia y 
del segmento respectivamente. El arco de circunferencia lo parametrizamos 
como sigue: 


p,: [0, 7/2] —> R?, 
bi(a) = (cosa, sina, 0). 


Parametrizamos el segmento con el mismo parámetro con el que hemos para- 
metrizado el arco de circunferencia. Teniendo en cuenta el siguiente dibujo: 


obtenemos: 


1 


cosa +sino” 
por tanto, podemos parametrizar el segmento como sigue: 


l=r= 


do: [0, 7/2] == R?, 
COS q Cos 0 
0 PU IE 
bala) (a cos a + sin a? ) 


Consideramos ahora el vector director de la recta que se apoya en el arco de 
circunferencia y en el segmento: 


wa) = pala) — py (a) 


COS Y COS . 
=> ——————— — cose, l - ————— — Sino, 4). 
COS Y + sin Q COS (Y + sin 


Por tanto, una parametrización de la superficie considerada es: 
r(a,t) = (a) + tu(a) 


. COS (Y COS (Y : 
= (cose, sine, 0) +t| ———— -— coser, 1- ———— —Sino, 4], 
COS Y + sin Y COS Y + sin Q 


con a € [0,7 /2] y t € [0, 1]. 
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Ejercicio 1 Parametrizar la superficie formada por rectas forman un 
ángulo de 45% con el eje OZ y que se apoyan en la elipse de ecuaciones 
F+%=1,2=0 y en la circunferencia contenida en el plano 2 = 20, de 
ecuación 2? + y? = 1. Véase la siguiente figura: 


Ejercicio 2 Parametrizar la superficie formada por rectas que se apoyan 
en el segmento de ecuación 1+y = 1, contenido en el plano z = 4, y en el arco 
de circunferencia del primer cuadrante del plano 2 = 0, de la circunferencia 
centrada en el origen y de radio unidad Véase la siguiente figura: 


46 


4 Bibliografía 


1. A. F. Costa, M. Gamboa, A. M. Porto, Ejercicios de Geometría Difer- 
encial de curvas y superficies, Sanz y Torres, 1998. 


2. Manfredo P. do Carmo, Differential geometry of curves and surfaces, 
Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice Hall, 1976. 


3. Dirk J. Struik, Lectures on Classical Differential Geometry, Dover Pub- 
lications, Inc., N.Y., 1961. 


47 


CUADERNO 


Cuadernos.ijhtgmail.com 
infofémairea-libros.com 


